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過飽和操作の理論式 

 

１．基本式 

回分晶析操作において、一様な寸法をもつ結晶粒子群を製造するには、外部から添加された種晶、ま

たは装置内部で自然発生させた均質な一次結晶核を、準安定域内で等しく成長させることが基本となる。

そのためには、生成される過飽和度と消費される過飽和度の双方を、操作中、速度論的に均衡させる必

要がある。結晶粒子の破砕や凝集が十分に抑止される場合、次式にしたがって過飽和度を操作すること

が、単分散結晶製造の工学的指針となる。（過飽和速度に関する理想成長条件） 
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ただし、V は液体積[m3]、 C（=C－C*）は過飽和度[kg/m3]、t は時間[s]、W は結晶重量[kg]。 

式(1.1)において、左辺は過飽和度の生成速度を表し、冷却、蒸発、原料供給の速度に相当する。右辺は

過飽和度の消費速度を表し、外部種晶の成長速度、または一次結晶核の析出速度（核発生速度と成長速

度の両方を含む）に相当する。 

 

２．冷却晶析操作（制御冷却） 

２．１ 種晶が添加される場合 

式(1.1)において、装置内の液体積 V を定数とみなし、温度 T の時間微分項をつくる。さらに、右辺の

W を形状係数等の粒子特性を含む式に置き換え、線成長速度 G と時間 t を用いて粒径 L を消去する。 
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ただし、N は結晶個数[#]、ΦVは体積形状係数[-]、ρc は結晶密度[kg/m3]、L は結晶粒径[m]。 
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ただし、C は溶質濃度[kg/m3]、C*は溶解度[kg/m3]、G は線成長速度[m/s]。 
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ただし、LS0は種晶の初期粒径[m]。 
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溶解度 C*と温度 T の関係を表す溶解度曲線が直線（C*=aT+b）で近似されるとき、次式が成り立つ。 
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ただし、a は定数。 

溶質濃度 C は、温度に依存しないことから、次式が成り立つ。 
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式(2.7)と式(2.8)を式(2.6)にそれぞれ代入して整理する。 
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ただし、k0は定数。 

式(2.10)を境界条件（t=0 のとき T=T0、t=t のとき T=T）の範囲で積分する。 
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同様にして、式(2.13)を境界条件（t=0 のとき T=T0、t=τのとき T=Tf）の範囲で積分する。 
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ただし、τは回分時間[s] 

式(2.13)と式(2.14)の比をとり T について整理すると、種晶添加系における厳密な制御冷却曲線を得る。 
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初期粒径 LS0に対する成長粒径（Gt または Gτ）の比が非常に大きい場合、次の近似式が成り立つ。 
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式(2.17)と式(2.18)をそれぞれ式(2.16)に代入して T について整理すると、種晶添加系における近似的な制

御冷却曲線を得る。 
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２．２ 種晶が添加されない場合 

一次核発生を伴うことから、装置内の結晶個数が操作中に変化する。式(2.1)の結晶個数 N を時間の変

数 N(t)に置き換えて整理する。 
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右辺の分母について、式(2.7)と(2.8)をそれぞれ用いる。 

GL
V

tNBL
at

T )3()(
d
d 23cV  

t
tN

V
B

d
)(d1  (2.24) 

]})0(3){()[(
d
d 23cV GGtBtBGt

at
T

 
V

tNBt )(  (2.25) 

 )4(
d
d 33cV tBG

at
T  (2.26) 

3
1d

d tk
t
T  (2.27) 

ただし、B は核発生速度[#/(m3･s)]、k1 は定数。 
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式(2.27)を境界条件（t=0 のとき T=T0、t=t のとき T=T）の範囲で積分する。 
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同様にして、式(2.27)を境界条件（t=0 のとき T=T0、t=τのとき T=Tf）の範囲で積分する。 
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式(2.29)と式(2.30)の比をとり T について整理すると、種晶無添加系における制御冷却曲線を得る。 
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３．蒸発晶析操作（制御蒸発） 

３．１ 種晶が添加される場合 

式(1.1)において、装置内の液体積 V を時間の変数とみなし、V の時間微分項をつくる。さらに、右辺

の W を形状係数等の粒子特性を含む式に置き換え、線成長速度 G と時間 t を用いて粒径 L を消去する。 
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ただし、( C)const と Vconst は定数。 

溶質濃度 C が蒸発に伴う液体積の減少とともに直線的に増大するとき、次式が成り立つ。 
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ただし、a は正の定数。 

溶解度 C*は、液体積に依存しないことから、次式が成り立つ。 
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式(3.5)と式(3.6)をそれぞれ式(3.4)に代入して整理する。 
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ただし、k2は定数。 

ここで、式(3.8)において、左辺は正であることから、右辺の分母について次式が成り立つ。 
0)(Δ constconst CaV  (3.10) 

式(3.9)を境界条件（t=0 のとき V=V0、t=t のとき V=V）の範囲で積分する。  
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同様にして、式(3.9)を境界条件（t=0 のとき V=V0、t=τのとき V=Vf）の範囲で積分する。 
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式(3.12)と式(3.13)の比をとり V について整理すると、種晶添加系における厳密な制御蒸発曲線を得る。 
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初期粒径 LS0に対する成長粒径（Gt または Gτ）の比が非常に大きい場合、式(2.17)と式(2.18)をそれぞれ

式(3.15)に代入して整理すると、種晶添加系における近似的な制御蒸発曲線を得る。 
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３．２ 種晶が添加されない場合 

一次核発生を伴うことから、式(3.1)の結晶個数 N を時間の変数 N(t)に置き換えて整理する。 
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式(3.5)と式(3.6)をそれぞれ式(3.19)に代入して整理する。 
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ただし、 B は核発生速度[#/s]、k3 は定数。 
式(3.22)を境界条件（t=0 のとき V=V0、t=t のとき V=V）の範囲で積分する。 
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同様にして、式(3.22)を境界条件（t=0 のとき V=V0、t=τのとき V=Vf）の範囲で積分する。 
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式(3.24)と式(3.25)の比をとり V について整理すると、種晶無添加系における制御蒸発曲線を得る。 
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４．貧溶媒晶析操作（制御供給） 

４．１ 種晶が添加される場合 

式(1.1)において、装置内の液体積 V を時間の変数とみなし、V の時間微分項をつくる。さらに、右辺

の W を形状係数等の粒子特性を含む式に置き換え、線成長速度 G と時間 t を用いて粒径 L を消去する。 
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ただし、( C)const と Vconst は定数。 

溶質濃度 C が貧溶媒添加に伴う液体積の増大とともに直線的に減少するとき、次式が成り立つ。 
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ただし、a は正の定数。 

溶解度 C*は、液体積の増大とともに直線的に減少することから、次式が成り立つ。 
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ただし、b は正の定数。 

式(4.5)と式(4.6)をそれぞれ式(4.4)に代入して整理する。 
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ただし、k4は定数。 

ここで、式(4.7)において、左辺は正であることから、右辺の分母について次式が成り立つ。 
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式(4.8)を境界条件（t=0 のとき V=V0、t=t のとき V=V）の範囲で積分する。  
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同様にして、式(4.8)を境界条件（t=0 のとき V=V0、t=τのとき V=Vf）の範囲で積分する。 
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式(4.11)と式(4.12)の比をとり V について整理すると、種晶添加系における厳密な制御供給曲線を得る。 
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初期粒径 LS0に対する成長粒径（Gt または Gτ）の比が非常に大きい場合、式(2.17)と式(2.18)をそれぞれ

式(4.14)に代入して整理すると、種晶添加系における近似的な制御供給曲線を得る。 
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４．２ 種晶が添加されない場合 

一次核発生を伴うことから、式(4.1)の結晶個数 N を時間の変数 N(t)に置き換えて整理する。 

})({
d
d

d
d

d
)d(Δ

d
d)(Δ 3

cVconstconst LtN
tt

V
V
CV

t
VC  (4.17) 

t
LtN

t
tNL

t
V

V
CVC

d
d)(

d
)(d)(

d
d

d
)d(Δ)(Δ

3
3

cVconstconst  (4.18) 

V
*C

V
CVC

GLtNBL
t
V

d
d

d
d)(Δ

})3)((){(
d
d

constconst

23
cV  

t
tNB

d
)(d  (4.19) 

式(4.5)と式(4.6)をそれぞれ式(4.19)に代入して整理する。 
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ただし、 B は核発生速度[#/s]、k5 は定数。 
式(4.22)を境界条件（t=0 のとき V=V0、t=t のとき V=V）の範囲で積分する。 
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同様にして、式(4.22)を境界条件（t=0 のとき V=V0、t=τのとき V=Vf）の範囲で積分する。 
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式(4.24)と式(4.25)の比をとり V について整理すると、種晶無添加系における制御供給曲線を得る。 
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５．反応晶析操作（制御供給） 

５．１ 種晶が添加される場合 

貧溶媒晶析操作の場合とほぼ同様に整理される。 
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ただし、( C)const と Vconst は定数。 

ここで、溶質濃度 C が溶質供給に伴う液体積の増大とともに直線的に増大するとき、次式が成り立つ。 
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ただし、a は正の定数。 

溶解度 C*は、溶質供給によって pH が大きく変更されない限り、液体積にほとんど依存しないことから、

次式が成り立つ。 

0
d

d
V

*C
  (5.6) 

式(5.5)と式(5.6)をそれぞれ式(5.4)に代入して整理する。 

 

2

S0S0constconst

2
S0cV 21

)(Δ
3

d
d

L
Gt

L
Gt

aVC
GLN

t
V  (5.7) 

 

2

S0S0
6 21

d
d

L
Gt

L
Gtk

t
V  (5.8) 

ただし、k6は定数。 
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ここで、式(5.7)の右辺の分母について次式が成り立つ。 
0)(Δ constconst aVC  (5.9) 

式(5.8)を境界条件（t=0 のとき V=V0、t=t のとき V=V）の範囲で積分する。  

 t
L
Gt

L
GtkV

tV

V
d21d

0

2

S0S0
6

0

 (5.10) 

2

S0S0
60 3

11
L
Gt

L
GttkVV  (5.11) 

同様にして、式(5.8)を境界条件（t=0 のとき V=V0、t=τのとき V=Vf）の範囲で積分する。 

2

S0S0
60f 3

11
L
G

L
GkVV   (5.12) 

式(5.11)と式(5.12)の比をとり V について整理すると、種晶添加系における厳密な制御供給曲線を得る。 

 2

S0S0

2

S0S0

0f

0

3
11

3
11

L
G

L
G

L
Gt

L
Gt

t
VV
VV  (5.13) 

 2

S0S0

2

S0S0
0f0

3
11

3
11

)(

L
G

L
G

L
Gt

L
Gt

tVVVV  (seeded)  (5.14) 

初期粒径 LS0に対する成長粒径（Gt または Gτ）の比が非常に大きい場合、式(2.17)と式(2.18)をそれぞれ

式(5.14)に代入して整理すると、種晶添加系における近似的な制御供給曲線を得る。 

 

3

0f0 )( tVVVV  (seeded)  (5.15) 

 

５．２ 種晶が添加されない場合 

一次核発生を伴うことから、式(5.1)の結晶個数 N を時間の変数 N(t)に置き換えて整理する。 

})({
d
d

d
d

d
)d(Δ

d
d)(Δ 3

cVconstconst LtN
tt

V
V
CV

t
VC  (5.16) 

t
LtN

t
tNL

t
V

V
CVC

d
d)(

d
)(d)(

d
d

d
)d(Δ)(Δ

3
3

cVconstconst  (5.17) 

V
*C

V
CVC

GLtNBL
t
V

d
d

d
d)(Δ

})3)((){(
d
d

constconst

23
cV  

t
tNB

d
)(d  (5.18) 

式(5.5)と式(5.6)をそれぞれ式(5.18)に代入して整理する。 
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constconst

23
cV

)(Δ
]})0(3){())[((

d
d

aVC
GGttBBGt

t
V

 )(tNtB  (5.19) 

constconst

33
cV

)(Δ
)4)((

d
d

aVC
tGB

t
V  (5.20) 

3
7d

d tk
t
V

  (5.21) 

ただし、 B は核発生速度[#/s]、k7 は定数。 
式(5.21)を境界条件（t=0 のとき V=V0、t=t のとき V=V）の範囲で積分する。 

ttkV
tV

V
dd

0

3
7

0

  (5.22) 

4

4
7

0
tkVV   (5.23) 

同様にして、式(5.21)を境界条件（t=0 のとき V=V0、t=τのとき V=Vf）の範囲で積分する。 

4

4
7

0f
kVV   (5.24) 

式(5.23)と式(5.24)の比をとり V について整理すると、種晶無添加系における制御供給曲線を得る。 
4

0f0 )( tVVVV  (unseeded)   (5.25) 
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